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要 旨 

任意の測地緯度に対し，赤道から当該緯度までの

子午線弧長を求める計算式については，我が国にお

いては地球楕円体の第一離心率による冪級数展開式

が提案されている例が圧倒的に多く，第一離心率の

二乗よりも小さい量で展開した式は，一世紀以上も

前に提案されているにもかかわらず我が国では認知

度も薄く，ほとんど使われていないのが現状である． 

この式が第一離心率による展開式よりも収束が速

く，簡潔に表現されるにもかかわらず我が国で用い

られてこなかったのは，式の導出過程が必ずしも明

確でなく，あまり理解しやすいものになっていない

ということが原因の一つとして推測される． 

本論では，従来から使われてきた式よりも収束が

速く，かつ一般項が与えられて任意の精度まで子午

線弧長の計算を実行することが容易にできる式を明

確な方法論で導出することを試みる． 

提案する式は簡潔かつ完全な一般項を与え，計算

機へのプログラミングが非常に簡便に行うことがで

きるとともに，現行我が国で一般的に使われている

式よりも格段に収束が速いものであり，今回この有

用な計算式の導出過程を明確化させたことで，今後

懸念材料が払拭された形での測量業務への適用が期

待されるところである． 

 

１．はじめに 

aを地球楕円体の長半径，eを地球楕円体の第一離心率とするとき，一般的に測地緯度ϕが与えられた際

の子午線弧長 Sは， 
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で表される．（１）式には楕円積分が含まれているため当然ながら初等関数では表すことができず，被積分関

数中の
2e を十分小さい量とみなし，これについて冪級数展開して有限項までの和で打ち切った量の項別積分

を行うのが常道である．こうした試みは 18世紀後期にその萌芽（Lambert, 1772. 測地緯度でなく地心緯度

が与えられた際の子午線弧長を求める冪級数展開式の導出）が認められ，同世紀末に（１）式に対する
8e ま

での展開項を求めた成果（Delambre, 1799）をもって一応の達成をみている． 

我が国においてもこれに倣い，国土地理院あるいはその前身である陸地測量部等の時代から，各種測量作

業規程等において要求する精度に応じ当該方法論が用いられてきたのは周知のことである．しかしながら，

その表式（国土地理院編，1988）においては非常に煩雑な係数が延々と並び記され，ある版の作業規程の印

刷時に係数の一部の数字“58720256”を“5870256”と転記ミスしてしまったという事故もかつて実際に起き

ている． 

参考までに，（１）式の
10e までの展開項を次式に掲げる． 
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（２）式のとおり，
10e までの展開項の時点で，係数の既約分数中にある数値が既に最大で十進数６桁ま

でに達しており，凡人が丸暗記の対象として記憶に留めておくことのできる範囲を遥かに超越している．こ

のように，
10e までの展開項を一瞥しただけでも，この式を取り扱うには非常に神経を使い，不便であるこ

とが見て取れる． 

なお，国土地理院編（1988）においては
16e までの展開項が示されているが，ここでは紙面を費やして煩

雑な式を漏れなく再掲することが目的ではなく，２．２において（６）式として提示するより簡潔な式及び

（６）式の表式をより高次項まで示した，付録２．として掲げる結果との比較対象として用いるために，敢

えて
10e までの掲載に留めている．またちなみに，（２）式中において存置されている

21 e− を各展開項に繰

り込んでしまえば，もう少し各係数は簡単になり収束性も幾許かは改善されるのだが，これまで国土地理院

ではそのような措置が執られている痕跡は認められない． 

もちろん（１）式の一般項による表示は不可能ではないが，飛田ほか（2009）で示されているように，計

算機への親和性という観点で格段に煩雑さが解消されたとはまだまだ言い難い状況にある． 

 

２．通例とは異なるアプローチによる過去の取組 

２．１ 過去に Besselが提案した式 

一方，今を遡ること 170年以上も前（天保年間）に，Besselは ( )22 14 nne += で定義される新たな量n
を用いて（１）式を次のように変形した後，被積分関数の分母部分を nについて冪級数展開し，項別積分を

試みて最初の数項の展開項を導出している（Bessel, 1837）1． 
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nは，地球楕円体の短半径をb，扁平率を f とするとき， 
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で与えられる量であり，海外においてはこの量を“第三扁平率”と呼んでいる文献例（Lapaine et al., 2007）

も存在するようである．確かに，第一離心率 e及び第二離心率 e′の定義式： ( ) 222 abae −= 及び

( ) 222 bbae −=′ とのアナロジーから，仮に“第一扁平率 1f ”を ( ) abaff −==1 とし，“第二扁平率 2f ”

を ( ) bbaf −=2 としたとき， nと 1f 及び 2f との間には， 
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なる関係が成り立ち，このことからすれば nは“第三扁平率”と呼ぶに相応しい量 2 に見受けられなくもな

い．実際，過去の欧米の書物にもそのような整理がなされている痕跡を認めることができる（例えば，König 

et al., 1951）． 

しかしながら，この量そのものが我が国においてあまり普及していないこともあり，測量地図関係の学際

領域全体において“第三扁平率”という呼称が一般的なものなのかどうかについては，筆者が浅学であるた

めその詳細は定かではない．ともかくも，この nなる量は， ( )ffe −= 22
の 41 倍程度と更に小さく，同等

相当の展開次数で比較すれば展開式の収束が速くなることは間違い無い． 

 

 

1  次頁脚注３を参照のこと． 
2  文献によっては，“第三の量”を“第一の量”と“第二の量”の調和平均として定義している例もある

（例えば，Комаровский, 2005）． 

（３） 

（４） 

（５） 
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２．２ 過去に Helmertが提案した式 

Bessel の得た結果は（３）式の被積分関数の分子にある係数 ( ) ( )nn +− 11 2
を保持した状態での展開結果

に留まっていたが，その約 40年後（明治前期）に Helmertは，（３）式の被積分関数の分母からの寄与にお

ける，nについての展開各項を ( )221 n− で強制的に除することによって，非常に見通しの良い次式に示す趣

旨の近似結果を得た（Helmert, 1880）． 
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Helmert が得た結果は（６）式を構成する各項をそれぞれ求めたものであり，筆者が知る限りにおいて，

子午線弧長の計算式が（６）式の形式で具体的に表現されている最も古い論文は Krüger（1912）であるが，

この論文の該当箇所には脚注で Helmert（1880）46/47頁への参照がされている．Helmert（1880）において

は，「このnなる量は 1837年に Besselが用いた」旨の記述があり，引用文献として“Abhandlungen Band 3, 

S. 44”が挙げられているが，これは Besselの没後に編纂された論文集（Engelmann, 1876）を指しているも

のと推定される．実際，Engelmann（1876）の該当頁（原典である Bessel（1837）の 338 頁 3に相当）には，

確かに子午線弧長の計算式に nに相当する量が使われているのが認められるが，前述のとおり（６）式のよ

うな見通しのよい結果までには至っていない．以上から，本論では（６）式を「Helmert が提案した式」と

称することとする． 

なお，Helmert（1880）においては，Bessel の取組とほぼ同時期に実施された，２．１での議論から類推

すれば“第三離心率の二乗”ともいえる量： 
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を用いた取組の経緯（Puissant, 1842; Fischer, 1868）について言及がなされるとともに， Sをmで冪級

数展開した際の初めの数項についても掲載されており，収束性の良し悪しの順序付けとして，nによる冪級

数展開が最も良く，次いでm（ n2≅ ），そして最も収束が悪いのが
2e （ n4≅ ）であると結論付けている． 

（６）式は，第一離心率を用いた，ほぼ同じ精度を有する展開式である（２）式に比べて構成される項が

ほぼ半減し，しかも係数はより簡単な既約分数で表されるなど，非常に簡潔にまとまっており，欧米では当

該係数が Krüger（1912）以降の著書（例えば，König et al., 1951; Rapp, 1991; Комаровский, 20054など）

にも間接的にではあるものの紹介されている．しかしながら，Helmert（1880）においては，（６）式の導出 

に当たって，（３）式において ( )
( )∑
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を展開各項から強制的に抽出し，最終的に ( )n+11 を 

共通因数としてまとめるという手法を採っている．すなわち，ある意味で強引な力技に頼っているところが

あり，非常に導出過程が不明確になっているのに加え，系統的に一般項まで求められてはいないのが現状で

ある． 

子午線弧長を nを用いて書き下した表式については，日本語で書かれた書物としては海外の著書の訳書

（Hofmann-Wellenhof et al., 翻訳：西, 2005）において紹介されているほかは，我が国においてはほと

んど知られていない．我が国において（６）式がこれまで一般的に使われなかったのは，このような導出過

程の不明確さが，（６）式が解析的に正しい表式を有限項で打ち切ったという通常の意味合いでの近似式なの

か，それとも解析的な根拠が無い，単なる実務上の近似式なのかどうかを曖昧なものとし，使用を躊躇する

原因の一つとなっていたのではないかと推測される． 

なお，（６）式がこれだけ簡潔にまとまった表式でありながら第一離心率を用いた展開式に比べて非常に収

束が速く，（２）式として示した
10e までの展開式を遥かに凌ぐ収束性を有しているという事実等については，

（７） 

3  Bessel（1837）と Engelmann（1876）との間には被積分関数中の累乗数値に齟齬があるが，導出結果か

ら推察するに Bessel（1837）の記載は印刷ミスと判断し，本論においては Engelmann（1876）の記載に

基づき議論を展開している． 
4  既約分数係数の数字の一部について誤記があり，“512”であるべきところが“5112”となっている． 
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飛田ほか（2009）において詳細に調べられている． 

 

３．従来の式より簡易にかつ収束が速く高精度計算を実現する一般式の提案 

３．１ Helmertが提案した式の一般化 

子午線弧長に関する古典を紐解いた歴史的回顧については概ね前記のとおりであるが，これに対し，本論

では（６）式の出自をより明確化する目的で，より一般的な表式をある特定の有限項までで打ち切った場合

の式として（６）式を説明することを目指す．一般化に当たって，まず（１）式を第二種楕円積分と初等関

数に分離する．すなわち， 
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と変形する．この結果については楕円積分や楕円関数の研究が精力的に行われた近世以来の既知の事実であ

ると認識しているが，導出に当たって高度な数学的知識は必要としないものの，天下り式に導出できる類の

ものでは必ずしも無く，少なくとも筆者の調べた範囲内では日本語で（１）式から（８）式に至る導出過程

の詳細を解説した文献が存在しなかったので，念のため独自に導出した過程を付録１．に示しておいた． 

 

３．１．１ 分離した第二種楕円積分の n− についての冪級数展開 

さらに，（８）式において ( )22 14 nne += 及び τθ =2 なる変換を施すと，（８）式は次式のように書き換

えられる． 
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（９）式は，共通因数として ( )n+11 を既に有した表式となっており，（６）式も同様に ( )n+11 で括り出

されている表式となっていることに着目し， nについての表現という観点で類似の形式を既に有している

（９）式を nについて冪級数展開することを試みる．すなわち，今の場合当然に 1<n であるので，（９）式

中の括弧内第一項にある被積分関数は，直交多項式の一種である Gegenbauer多項式 ( )τcos21−
iC を生成する

母関数とみなすことができる（森口ほか，1960）．したがって，（９）式で与えられる Sの括弧内第一項（定

積分の 21 倍， 1S とおく）は， n− についての冪級数展開が可能であり，次式のように一般項にて整理する

ことができる． 

 

（８） 

（９） 
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ここで， nini −= 23ε であり，また ( )xΓ はガンマ関数を， x は x以下の最大の整数を指すものとする．

さらに，総和記号 ( )∑ 及び総乗記号 ( )∏ による演算において，和・積を形成する範囲が空となる場合，当該

和は０と，当該積は１と規約する．（10）式の最終結果に至るまでの導出過程は多少複雑ではあるものの，最

終結果そのものは非常に簡潔にまとめられている． 

なお，（３）式中にある被積分関数の分母部分の冪級数展開により Bessel が得た展開各項については，

( ) ( )τθ cos2cos 2323
ii CC = を用いて同様に一般化できる（（10）式の最終結果において，式中に二箇所ある iε

の部分を nini −−= 2δ に置き換えるだけでよい）が，依然として係数 ( ) ( )nn +− 11 2
を処理し切れていな

いため，３．１．２で述べる（15）式に比べて収束性という観点では若干劣ることを付記しておく． 

 

３．１．２ Helmertが提案した式の一般項の導出 

（10）式の結果から，（９）式は一旦次のように整理することができる． 

 

（10） 
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（11）式の時点で，（９）式括弧内の第一項（前出の 1S ）は一般項で書き下すことができたが，S全体をϕ
についての一次単項式とϕの偶数倍を位相とする正弦高調波の級数とで書き下すには未だ至っていない．こ

れを実行するには，（９）式括弧内の第一項 1S と第二項（ 2S とおく）との間において，次の関係が成り立っ

ていることに着目する．すなわち， 
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となっている．一方（10）式の結果から， 1S については， 
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という形に展開できていることが分かっているので，（12）式の事実から， 
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が成り立つ．したがって，最終的に子午線弧長 Sを与える一般式として， 
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とまとめることができる．上式で 2=j まで取れば，Helmert が導出したとされる（６）式が得られる．従

来の第一離心率による冪級数展開式で，国土地理院編（1988）において規定している
16e までの冪展開によ

る数値相当以上の結果を得るには， 3=j までで既にほぼ要求が満たされ， 4=j まで取れば過剰なほどに十

分である．（15）式について 4=j まで取ってあらわに展開項を示した結果を付録２．に掲げた．これだけ高

次までの展開項でありながら，係数の既約分数中にある数値の最大桁数は，
10e までしか示されていない（２）

式と同じ十進数６桁までに留まっていることに注目されたい． 

また（15）式を一瞥して，各 jに対して全体が

2

1







∏
=

j

k
kε で括られていることから，高次項は概ね

2n （
610−
 

のオーダー）倍ずつされたものが順次寄与していくことが分かる．この事実は，実際に付録２．に掲げた展

開項からも確認できることである．これに対し第一離心率で展開した（２）式は，高次項について概ね
2e（ 310−

のオーダー）倍ずつされたものが寄与していく．（６）式が（２）式よりも格段に収束性が良いのは，同等の

オーダーである nと 2e との大小関係もさることながら，（６）式がもともと
2n ではなく n− について冪級数

展開した式に由来しているものであるにもかかわらずnの冪が一つ飛ばしに現れるという，冪級数展開式の

構造上の要因が大きく寄与しているものと考えられる． 

さらに（15）式から，（８）式において分離した初等関数は正弦高調波成分のみに関与し，その寄与は第一

（11） 

（12） 

（13） 

（14） 

（15） 
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項の楕円積分からの寄与よりもかなり大きいことが分かる．このため，収束速度のみに関心を払うのであれ

ば，（11）式のように別途初等関数を分離して独立に計算するほうが，同じ打切項までの計算において収束は

より速くなる． 

 

３．２ 提案した一般式の計算機への適用例 

３．２．１ プログラムソースコードの例示 

（11）式あるいは（15）式は，計算機へのプログラミングという観点においても非常に親和性の高い表式

となっている．そのことを如実に示す例として，（11）式に基づき，jの打切数をユーザ入力により受け取り，

赤道を起点とする子午線弧長を緯度０°から 90°まで５°刻みに求めて出力する，AWKによるプログラムソ

ースコードを次に掲げる． 

 

BEGIN { 

  a=6378.137 ; rf=298.257222101 ; n=0.5/(rf-0.5) ; n15=1.5*n ; an=a/(1.0+n) 

  rho=3.14159265358979323846264/180.0 ; s[0]=0.0 

  getline jt < "/dev/stdin" ; jt2=2*jt 

  ep=1.0 ; for(k=1; k<=jt; k++) { ep*=e[k]=n15/k-n ; e[k+jt]=n15/(k+jt)-n } 

  for(deg=0; deg<=90; deg+=5) { 

    phi=deg*rho ; phi2=2.0*phi ; dc=2.0*cos(phi2) ; t[1]=s[1]=sin(phi2)   # 

    for(i=2; i<=jt2; i++) { s[i]=dc*s[i-1]-s[i-2] ; t[i]=s[i]/i }    # 

    sum=0.0 ; cs1=ep 

    for(j=jt; j>=1; j--) { 

      c2=1.0 ; cs2=phi 

      for(l=1; l<=j; l++) { 

        c2/=e[j-l+1] ; cs2+=c2*t[2*l-1] 

        c2*=e[j+l] ; cs2+=c2*t[2*l] 

      } 

      sum+=cs1*cs1*cs2 ; cs1/=e[j] 

    } 

    printf "%2d  %22.16f¥n", deg, an*(sum-2.0*n*s[1]/sqrt(n*(n+dc)+1.0)+phi)   # 

  } 

} 

 

前記ソースコードを適当なファイル名でテキストファイルとして保存し，コマンドプロンプト上で AWKの

実行ファイルの実行時に読み込むだけで，事務用パソコンでも実際に計算を実行できる．AWK は，通常は編

集したいテキストファイルを読み込んで，文字列置換などの各種のテキスト処理を施すことを主目的として

かつて使われていたインタプリタ言語であるが，編集対象となるテキストファイルを読み込む前段階（BEGIN

ブロック）において，簡易な各種の数値演算を行うことができる． 

AWK は，テキスト処理においてはもはや一般的な言語ではなく，テキスト処理という枠を超えて，より高

機能を有した Perl や Ruby などが現在は主に使われているが，AWK は文法や変数の体裁が C 言語に類似して

おり，一方で変数や配列の宣言等を必要とせず，また実数と整数の判断も自動的に行い倍精度計算をしてく

れるので，プログラム実行時におけるプログラマ側の自己責任部分は大きくなるものの，導出式の初期段階

における検算はもとより，プログラムソースの例を示すのには適切と判断した． 

なお，（15）式に基づいたプログラムソースコードも前記ソースコードと本質的に変わるものではなく，前

記ソースコードの末尾に“#”（AWK ではコメントの始まり記号に相当するので，このまま実行しても実害は

無い）を記した行が多少変わるだけである． 
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３．２．２ 提示したソースコードの特徴 

前記ソースコードのとおり，定数及び配列の定義

並びに数値の入出力部分を除いた計算の核心部分は

非常に単純な構造をしており，システムに固有依存

する特別な関数などを参照することも無く高々十数

行のコードで記述することができ，C や FORTRAN な

どの科学技術計算に通常用いられている言語にも容

易に実装可能であることが確認できる． 

さらに，ソースコード中に用いられているアラビ

ア数字は，楕円パラメータ及び円周率を除いては，

実質“０”，“１”，“２”の三種類しか使われていな

いことに注目されたい．すなわち，従来の式を使っ

たプログラミングの際のような係数数値についての

面倒な照合チェックは不必要となり，ほんの数箇所

しか出現しない配列の添え字の入力さえ間違えなけ

れば，あとはいかに高次までの項を計算しようとも，

それは打切数の設定のみに依存し，プログラマは楕

円パラメータと円周率の数値の正確性だけに気を配

ってさえすればよくなるため，プログラミング時に

おけるバグの発生要因も幾分か低減されるものと思

われる． 

また，消費するメモリリソースについては，前記

ソースコードには三種類の一次元配列が使用されて

いるが，必要となる各配列の大きさは計算精度から

勘案して多めに見積もっても高々十程度であり，最

近の計算機であれば全く問題ない．前記ソースコー

ドでは，打切数をユーザ入力により得る形態として

おり，プログラムの実行時には未定量であるが，あ

らかじめ固定しておき，事前に計算しておくことが

できる配列を計算しておくなどすれば，より効率は

向上するであろう． 

なお，前記ソースコードでは，測地緯度について

ϕ と ϕ2 の二種類の変数を使い分けているが，楕円

パラメータのうち，長半径aの数値定義の代わりに

2a をあらかじめ数値定義しておくことにより，

ϕ2 の設定のみで全体の計算ができ，計算コストを

変化させずにϕ を一変数分省略することが可能で

はある．しかしながら，プログラム全体が分かりに

くくなるため，前記ソースコードにおいては敢えて

そこまでは措置していない． 

最後に，前記ソースコードは計算時間の点におい

ても多少の配慮はなされている．すなわち，計算機

において演算コストを多大に費やすといわれている

三角関数について，前記ソースコード上では，着目

している特定の測地緯度ϕ に対して，（11）式にお

いて別途分離している初等関数中にも存在する

ϕ2sin 及び ϕ2cos2 をそれぞれ一回ずつのみ呼び

出すこととしている． ϕ4sin 以降の高調波成分に使

われる正弦関数は， 2≥l として， 

 

( ) ( )ϕϕϕϕ 22sin12sin2cos22sin −−−= lll （16） 

 

で与えられる漸化式により，それぞれ一回ずつのみ

実行される乗算及び減算に置き換えて順次生成する

ように措置しており，これにより現行の式に匹敵す

る計算時間で必要な精度の子午線弧長の計算が実行

できる． 

 

４．まとめ 

赤道から任意測地緯度までの子午線弧長を求める

計算式については，これまでの式でも，測量業務に

適用するに当たっては十分な精度及び妥当な計算時

間を有していた．しかしながら，一世紀以上も前に

より簡潔な計算式が導出されており，かつ当時の我

が国においてもこの式の存在を知り得る状況にあっ

たであろうと想像されるにもかかわらず，これまで

我が国において転記ミスなどの事故が起こる蓋然性

が極めて高い，煩雑な計算式が敢えて使われ続けて

きたことについては非常に残念なことであると言わ

ざるを得ない． 

また，子午線弧長はそれ自体のみならず，例えば

地理学的経緯度座標から平面直角座標へ換算する際

のような，別な数値の計算を実施するための中間値

としても用いられることがあり，今後の計算機の性

能向上により，より高精度な計算を実施する必要性

が生じることも考えられる．その際には，是非とも

容易に一般項へ拡張できる表式の提示が必要である

が，今回これを純粋に計算機へのプログラミングが

容易な形式で導出することができた． 

導出された計算式は，これまでの第一離心率を用

いた展開式よりも非常に少ない情報量で必要十分な

精度の計算結果が得られるとともに，導出の過程が

明確な形で示されているので，今後は「出自が不明

確」というような懸念材料が払拭された状況の下で，

この式が我が国においても測量業務の様々な場面で

安んじて適用されていくことが期待されるところで

ある． 
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付録１．（８）式の導出について 
まず，部分積分の実行に続いて正負相殺する量を挿入する変形により， 
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が成り立つことから， θθθ 22 sincos2cos −= であることを念頭に置いて， 
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を得る．ここで， ( )eF ,ϕ 及び ( )eE ,ϕ はそれぞれ第一種及び第二種楕円積分を表す．一方， 

 



55緯度を与えて赤道からの子午線弧長を求める一般的な計算式
 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) θ
θ

θ
θ

θ

θ
θ
θ

θ
θ

θ
θ

θ
θ

θ

θ
θϕ

ϕϕ

ϕϕ

ϕϕ

ϕ

d
e

e
e
de

d
e

e
e
d

d
e

e
e
d

e
deF

∫∫

∫∫

∫∫

∫

−
+

−
−=

−

−
−

−
=

−
−

−
=

−
≡

 

0 2322

2
2 

0 2322

2

 

0 2322

2
2 

0 2322

 

0 2322

2
2 

0 2322

 

0 22

sin1
cos

sin1
1

sin1
cos1

sin1

sin1
sin

sin1

sin1
,

 

 

であるので，最終的に目的とする次式が得られる． 
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付録２．（15）式の 4=j まで（
23168 1032.663800 −×≅≅ en までに相当）の展開項について 

( )  
( )

( )

8786

75864

75386
4

2

7
53

8
642

2

1 1

1
21

24

0 1

262144
109395   , 

14336
6435   ,  

28
11

2048
1001

8
3

1280
693   , 

320
21

20
7

512
315

128
7

16
5

48
35   ,  

512
7

128
5

416
15

1024
5

6482
3   , 

16384
25

256644
1

16sin14sin12sin10sin8sin6sin4sin2sin
1

2
3   ,  2sin41

1

nInHnnG

nnFnnnE

nnnDnnnnC

nnnnBnnnnA

IHGFEDCBA
n
a

n
i
nll

ln
aS i

j

l

l

m
mj

j

j

k
k

m

m

=−=





 −=







 −−=






 −−=







 −−−=








−−−=









−−−−=++++=

++++++++
+

≈

−=














 −+








+

≈ ∑ ∏∑ ∏
= =

−
−+

= =

　

ただし

ϕϕϕϕϕϕϕϕϕ

εεϕϕε

 

 


